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1. Introduccion

El presente trabajo tiene por objeto realizar un analisis de algunas ecuaciones de
la Fisica-Matematica, y la forma de resolverlas utilizando un programa informaético,
que nos facilitara bastante la tarea. De hecho, no sera necesario aplicar los métodos de
resolucion que conocemos; basta con introducir todos los parametros y seguir una serie
de pasos sencillos.

En estudios como Ingenieria de Telecomunicacion, donde se hace un uso muy
pragmdtico de las Matematicas, resulta conveniente tener a disposicion alguna her-
ramienta para resolver problemas concretos. Lo que se describe a continuacion, es la
utilizacion de una de éstas.

1.1. Ecuaciones de la Fisica-Matematica

Hemos elegido tres casos de estas ecuaciones y un ejemplo de cada una de ellas,
para explicar su resolucion:

Ecuacién del calor o caso parabdlico.
Ecuacién de ondas o caso hiperbdlico.

Ecuaciéon de Laplace o caso eliptico.

En cada seccién se describe como se resuelve cada uno de los ejemplos[1] de manera
analitica, asi como su resolucién haciendo uso del ordenador.

1.2. El entorno de trabajo: Matlab

Matlab es un programa de cédlculo numérico destinado principalmente al trabajo
con matrices. De ahi su nombre: Matlab, laboratorio de matrices.

Existen varios packages que permiten hacer un uso especializado del programa segiin
el entorno concreto al que lo estemos destinando.

En nuestro caso, en primer lugar haremos una representacién grafica de las solu-
ciones obtenidas analiticamente. Sin embargo, veremos que sera mas cémodo utilizar
un paquete especifico llamado Pde ToolBox, con el que podremos obtener la solucién
grafica de los problemas comentados anteriormente, sin necesidad de hacer ningin
calculo, solo introduciendo los pardmetros caracteristicos de cada ecuacion tal y como
se describe a continuacion.

Para acceder al paquete Pde ToolBox, nos situaremos en la linea de comandos de
Matlab! y tecleamos:

>> pdetool

Pulsamos Enter y se abre una ventana con un nuevo entorno grdfico, con el que tra-
bajaremos a partir de ahora en las secciones 2.2, 3.2 y 4.2.

En Pde ToolBox tendremos que especificar varios aspectos de la ecuacion a resolver.
Por lo tanto tendremos que acceder a las diferentes secciones, que son:

ISuponemos al lector familiarizado con este entorno.



Draw Mode nos permitira crear la regiéon en que se nos pide resolver el problema. Al
tratarse de una utilidad gréafica, podemos dibujar esta region de manera sencilla,
y ademds, podemos definir formas complejas partiendo de figuras elementales
—como cuadrados, circunferencias...—.

Boundary Mode divide la regién que hemos creado en diferentes segmentos. Al hacer
doble click sobre cada uno de ellos introducimos las condiciones de contorno? —

que pueden ser de tipo Neumann o de tipo Dirichlet—.

PDE Mode es la seccién en que debemos especificar el tipo de ecuacién que queremos
resolver, asi como las constantes y funciones que nos den en el enunciado del
problema. Las ecuaciones que vienen en Pde ToolBox son muy genéricas; en cada
apartado se dira qué valores concretos hay que introducir.

Mesh Mode nos permite definir la malla en la que se obtendran soluciones del prob-
lema —grosso modo, la resolucion que tendra la grafica resultante (cuanto mas
fina sea la malla, mejor resolucién)—.

Solve PDE es el comando que ordena resolver la ecuacién. En este ment podremos
incluir las condiciones iniciales, haciendo click en el submend Parameters. . .

Plot Solution por 1iltimo, es un menu en el que podemos indicar varias opciones para
visualizar el resultado grafico. En lo que respecta al presente trabajo, podemos
poner que represente la solucién en tres dimensiones y, en el caso de la Ecuacion
del calor y la Ecuacion de ondas ademas que genere una animacion.

2En clase hemos estudiado el caso de un segmento de recta con condiciones de contorno en ambos
extremos de la misma; en Pde ToolBox tendremos que especificar dichas condiciones en dos dimen-
siones.



2. Ecuacion del calor

La ecuacién del calor, tal y como la define el Pde ToolBox, tiene la forma

ou
d% —div (cgradu) + au = f
El caso que hemos estudiado en clase resulta de una simplificacion de éste, con-
siderando f =0,a =0,y o? = S = cte., de forma que nos queda:
ou(x,t *u(x,t
(z,1) =ao? (z,1) o lo que es lo mismo Up = 0Py
ot 0x?

donde u(z,t) es una funcién que nos indica la temperatura de la posicién z, en el
instante .

2.1. Definicién del problema con un ejemplo

El siguiente es un ejemplo de la ecuacion del calor homogénea con condiciones de
contorno —de tipo Neumann— homogéneas y con una condicion inicial.

U =a“Uy con O<z<L y t>0
t

1. En primer lugar aplicamos el método de Fourier de separacion de variables,
para lo cual suponemos que el problema tendra una solucién del estilo u(t, ) =

T(H)X (x):

u = T'(t)X (1)
Uz = X" (2)T(t)

de acuerdo con la definiciéon del problema, deducimos:

() LX)
T(t) X(x)

Soluciones generales del problema:

X(t) = Acos 2z + Bsen 2z
T(t) = Ce "

Dado que la solucién es T'(t) X (x), hallamos el producto de las expresiones an-
teriores, teniendo en cuenta las siguientes asignaciones: A = AC'y B = BC, ya
que el producto de estas constantes no aporta informacién.

u(x,t) = e Nt (Acos2z + Bsen 2x)



2. Hallamos A imponiendo las condiciones de contorno (CCH):

u.(0,t) =0
uz (L, t) =0

CCH {

Up(,t) = e N (—A2sen 2z + B2 cos A1)

Sustituimos en la primera condicién:

A A
uy(0,1) = e (—A— sen(0 + B— cos 0) =0
a a

Vemos que el primer sumando del paréntesis se anula, porque sen 0 = 0. Ademés
al tener la expresion igualada a cero, sélo cabe que A = 0 o bien que B = 0,
porque el factor exponencial nunca se anulara. Siendo A = 0 una solucion trivial,
supongamos que B = 0.

Sustituimos ahora en la segunda condicion:

up(L,t) = e <—Aé sen éL) =0
a o«

En este caso tenemos que A =0y A = 0 conducen a la solucién u(zx,t) = 0, que
es solucion trivial, o bien no es soluciéon del problema. Nos interesa estudiar el
caso sen gL = 0, con el que obtendremos los autovalores de \:

sen2L =0 = 2L=nr
« o

los autovalores de \ son A= % conn €N

y las autofunciones:

nm
Xn:AnCOSTI conn € N

por lo que cualquier expresion del estilo:

u(z,t) = g Ape 12 'cos T
n=0

es solucion del problema.

3. Imponemos la condicién inicial (CI):
O = = An _—
u(z,0) = ¢(x) ngo co8 =~

donde los A, son los coeficientes del desarrollo en Serie de Fourier en cos Fx de
la funcién ¢(z), y podemos calcularlos:

2 [ nmw
A, = f/o ¢(x) cos T:vdx



2.2. Resoluciéon del problema, haciendo uso del Pde ToolBox

En Pde ToolBox tenemos que introducir datos concretos para obtener el resultado
grafico. De manera que daremos un valor concreto —de ejemplo— a la variable L = 7,
a la variable @ = 0,2 y a la funcién ¢z = cos () —cos (3x)+0,75, quedando el enunciado
del problema:

W =0ac%uy con O<z<7m y t>0
uz(0,) =0

Uz (m,t) =0

u(z,0) = cos (z) — cos (3x) + 0,75

Sustituyendo estos valores en la solucién analitica estudiada en el apartado anterior,
nos queda:

1.
¢(z) = cos (x) — cos (3z) 4+ 0,75
2.
0,79 sin=0
1 sin=1
An = -1 sin=3
0 en cualquier otro caso
3.

u(z,t) = 0,75+ e~ @2 cos (2) — 30D cos (32)

Para introducir los datos del problema y obtener la representacion grafica de esta
ecuacion, debemos iniciar el Pde ToolBox y seguir los siguientes pasos:

= En Draw Mode dibujamos un cuadrado alineado con los ejes coordenados del
primer cuadrante, y de dimensiones m X 7

= En Boundary Mode seleccionamos condiciones de contorno de tipo Neumann, e

inicializamos:
e g=10
e =0

» En PDE > PDEFE Specification marcamos la opcién de ecuacion parabdlica, ya
que la ecuacion del calor es de este tipo. Los valores de los coeficientes seran los

siguientes:
e ¢c=0,04
e a=10
e f=0
e d=1



s Mediante Mesh Mode creamos la malla necesaria para la resolucion. Si queremos
que la definicion de la grafica sea mas exacta, s6lo tenemos que ir a Refine Mesh.

= Para resolver la ecuacion vamos a Solve > Solve Parameters y definimos nuestra
¢(z) en u(t0) = cos (z) — cos (3 x) + 0,75. A continuacién, Solve PDE.

» En Plot > Parameters seleccionamos Color , Height (3-D Plot) y Animation.
Finalmente, la resolucion grafica de nuestra ecuacién nos la proporciona
Plot > Plot Solution (ver Fig. 1).

Time=0 Color: u Height: u
Time=30 Color: u Height: u
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Figura 1: Resultado gréfico de la ecuacion del calor

Para comparar el resultado grafico obtenido utilizando Pde ToolBox, con el de la
soluciéon analitica, vea el Apéndice A.



3. Ecuacion de ondas

La ecuacién de ondas, tal y como la define el Pde ToolBox, tiene la forma

FLal (cgradu) + au = f
— —div (cgradu) 4+ au =
o2 &
El caso que hemos estudiado en clase resulta de una simplificacion de éste, con-
siderando f =0, a =0,y o? = ¢ = cte., de forma que nos queda:
0?u(z,t) ,0%u(z, 1)
L=« ’ o lo que es lo mismo Ut = O Ugy
o2 D2 4 &

lo cual viene a significar, de modo intuitivo, que la aceleracion, uy, (i.e. de una onda
que se propaga por una cuerda), es proporcional (a?) a la concavidad o convezidad,
Uy, de la misma.

3.1. Definicién del problema con un ejemplo

El siguiente es un ejemplo de la ecuacién de ondas homogénea con condiciones de
contorno —de tipo Dirichlet— homogéneas y con dos condiciones iniciales.

Uy con O<z<m y t>0

Ut =

u(0,t) =0
u(L,t) =0
u(z,0) = sen 3z

1. En primer lugar aplicamos el método de Fourier de separacion de variables,
para lo cual suponemos que el problema tendra una solucién del estilo u(t, ) =
T(t) X (x):

uy = T"(H)X (1)
Uge = X"(2)T(t)

de acuerdo con la definicién del problema, deducimos:

T”(t) _ X”(I)
r@) Xz

=2

Soluciones generales del problema:

T(t) = Asen 5t + B cos Ot
X(z) = Csenfz + D cos fx

2. Hallamos 8 imponiendo las condiciones de contorno (CCH):

u(0,t) =0

CCH{ w(L ) = 0

u(z,t) = (Asen ft + B cos (t)(C'sen fx + D cos Bx)

9



Sustituimos en la primera condicién:
u(0,t) = (Asen Bt + B cos ft)(Csen 50 + D cos f0) = 0

Deducimos de esta expresion que D = 0.

Sustituimos ahora en la segunda condicion:
u(L,t) = (Asen Bt + Bcos 5t)(C'sen L) =0

Vemos que, al igual que en el caso de la ecuacion del calor, probar con C' = 0 nos
conduciria a una solucion trivial, asi que estudiaremos el caso sen L = 0 para
obtener los autovalores de [3:

senL=0 = pL=nr
los autovalores de (3 son b6 =21 conn € N

Como ademas en la definicién del problema teniamos L = ,

nm
b=—=n conn € N
7

y a continuacion, la expresion de las autofunciones:
X, = A, sennz

por lo que cualquier expresion del estilo:

u(z,t) = Z sennx (A, sennt + B, cosnt)

n=1

es solucién del problema?®.

3. Imponemos las condiciones iniciales (CI):

Primera condicién:

u(z,0) =sen3x = Z sennz (A, sen0+ By, cos0)

n=1
simplificamos:

oo
E B, sennx = sen 3z

n=1

En este caso es facil hallar los B,, sin necesidad de utilizar la férmula del desarrollo
en Serie de Fourier, puesto que:

3Al igual que en el caso de la Ecuacion del calor, hemos hecho las asignaciones: A, = C,A, y

10



1 sin=3
B"_{O sin#3

Para la segunda condicién necesitaremos wu(z,t), por lo que derivaremos u(z,t),
respecto de ¢:

w(z,t) = i sennz(nA, cosnt —nB, sennt)
n=1
Segunda condicion:
ur(z,0) = 12sen b6z = i sennz(nA, cos0 — nB, sen0)
n=1
simplificamos:
i nA, sennxr = 12 sen 6x
n=1

Al igual que con los B, para el calculo de los A, no emplearemos la férmula,
pues podemos obtener la expresion mas facilmente:

12:6A6 = A6:2

Por lo que:

2 sin=6
A”_{ 0 sin#6

En este caso, las condiciones iniciales nos han permitido obtener una solucién
sencilla para expresar el resultado, dado que el nimero de coeficientes A,, y B,
es finito:

u(z,t) = 2sen (6z) sen (6t) + sen (3z) cos (3t)

a

3.2. Resolucion del problema, haciendo uso del Pde ToolBox

En este caso, cuando trabajemos con Pde ToolBox no necesitamos dar ningin valor
a los parametros del problema, pues éstos ya vienen especificados:

Wt =Uyxx con O<zx<m y t>0
u(0,t) =0

u(m,t) =0

u(z,0) = sen (3x)

e

¢+(x,0) = 12sen (6x)

11



Tomamos la solucién analitica obtenida en el apartado anterior:
u(z,t) = 2sen (6x) sen (6t) + sen (3z) cos (3t)

Para introducir los datos del problema y obtener la representacion grafica de esta
ecuaciéon, debemos iniciar el Pde ToolBox y seguir los siguientes pasos:

= En Draw Mode dibujamos un cuadrado alineado con los ejes coordenados del
primer cuadrante, y de dimensiones m X 7

= En Boundary Mode seleccionamos condiciones de contorno de tipo Dirichlet, e

inicializamos:
e h=1
e r—20

» En PDE > PDE Specification marcamos la opcién de ecuacién hiperbdlica, ya
que la ecuacion de ondas es de este tipo. Los valores de los coeficientes seran los

siguientes:
e c=1
e a=0
e f=0
ed=1

s Mediante Mesh Mode creamos la malla necesaria para la resolucion. Si queremos
que la definicion de la grafica sea més exacta, s6lo tenemos que ir a Refine Mesh.

= Para resolver la ecuacion vamos a Solve > Solve Parameters y definimos nuestras
condiciones iniciales:

o u(t0) =sin (3 * z)
o u/(t0) = 12 % sin (6 * )

A continuacién, Solve PDE.

» En Plot > Parameters seleccionamos Color , Height (3-D Plot) y Animation.
Finalmente, la resolucion grafica de nuestra ecuacién nos la proporciona
Plot > Plot Solution (ver Fig. 2).

Para comparar el resultado grafico obtenido utilizando Pde ToolBox, con el de la
soluciéon analitica, vea el Apéndice B.

12



Time=3 Color: u Height: u Time=12 Color: u Height: u

Figura 2: Resultado gréfico de la ecuacién de ondas
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4. Ecuacion de Laplace

La ecuacién de Laplace (o de Poisson, en general), tal y como la define el Pde Tool-
Box, tiene la forma

—div (cgradu) + au = f

El caso que hemos estudiado en clase resulta de una simplificacion de éste, con-
siderando f =0, a =0, y ¢ = 1, de forma que nos queda:
0*u(z, 1) N 0*u(z,t)
0x? 0y?

=0 que se puede representar asi Au=0

4.1. Definicion del problema con un ejemplo

El siguiente es un ejemplo de la ecuaciéon de Laplace (caso homogéneo de la Ecuacion
de Poisson) en un rectangulo, con condiciones de contorno —de tipo Dirichlet—.

Ugx +Uyy =0 con O<z<m y O<y<A
u(o’y)zo}para 0<y< A

ugw,i)):()
u(x,A) =0
w(z,0) = f(z) }para O<zx<m

1. En primer lugar aplicamos el método de Fourier de separacion de variables, para

lo cual suponemos que el problema tendra una solucién del estilo u(z,y) =
X(2)Y(y) + EDP:

X"(2)Y (y) + X(2)Y"(y) = 0

X”(QJ) B —Y”(y)

X))~ Y

Las suposiciones A = 0 y A > 0 nos conducirian bien a una solucién imposible
del problema, bien a que la funcién es idénticamente nula (u(z,y) = 0). Por
ello supondremos de entrada que A < 0, A = —3?, de modo que las soluciones
generales serian:

X(z) = Asen Bz + B cos fx
Y(y) = CSh By + D Ch By
2. Hallamos [ imponiendo las condiciones de contorno:
w(0,y) =0 — X(0)=Asen0+ Bcos0=0 = B=0

u(my)=0 — X(m)=Asenfr =0

14



Nuevamente nos hallamos ante un caso en el que probar con A = 0 nos lleva
a una solucion trivial, por lo que estudiaremos el caso sen 7 = 0, con lo cual
obtendremos los autovalores de f3:

senfr=0 = fr=nn
los autovalores de (3 son 6=n conn €N
y las autofunciones:
Xn(x) = sennx conn €N

Sigamos con las condiciones de contorno:

u(z,A) =Y (A)=CShpBA+DChpBA=0

Nota: Para obtener el resultado de forma més inmediata, escribiremos Y (y) de
otra manera:

Y(y) = C"ShB(A—y)+ D" Ch (A —y)
Sustituyendo de nuevo, en la condicién de contorno, queda:
u(x,A)=Y(A)=C*"Shp0+D*Chp0 = D*"=0

. La solucion general seria:
u(z,y) = Z E, Sh (n(A —y))sennz
n=1
que sustituyendo en la iltima condicién de contorno, no homogénea, queda:

u(z,0) = f(z) = ZE” Sh (nA) sennx

n=1

donde los E,, son los coeficientes del desarrollo en Serie de Fourier de la funcién
f(x), y podemos calcularlos:

2 s
E, = 7rSh—(nA)/0 f(x)sennz dx

15



4.2. Resolucién del problema, haciendo uso del Pde ToolBox

En Pde ToolBox tenemos que introducir datos concretos para obtener el resultado
grafico. De manera que daremos un valor concreto —de ejemplo— a la variable A = 7
y a la funcién f(x) =4 Sh (7) sinz, quedando el enunciado del problema:

Uyx +Uyy, =0 con O<z<m y O<y<m

u(0,y) =0

u(w,y):()}para O<y<m

u(z, A) =0 ra 0<z<
u(z,0) = 4Sh (7)senzx pata rsT

Sustituyendo estos valores en la solucién analitica estudiada en el apartado anterior,
nos queda:

1.
f(z) =4Sh (m)senx

2.
4 sin=1
E"_{ 0 sin#1

3.

u(z,y) =4Sh(r —y)senx

Para introducir los datos de esta ecuacion, debemos iniciar el Pde ToolBox y seguir
los siguientes pasos:

= En Draw Mode dibujamos un cuadrado alineado con los ejes coordenados del
primer cuadrante, y de dimensiones m X 7

= En Boundary Mode seleccionamos condiciones de contorno de tipo Dirichlet, e
inicializamos todos los lados a:

e h=1

o r=20

a excepcion del lado u(x,0) —inferior— en el que la condicién de contorno es:
e h=0
e r =4 xsinh(pi) * sin (x)

» En PDE > PDE Specification marcamos la opcién de ecuacion eliptica, ya que
la ecuacién de Laplace es de este tipo. Los valores de los coeficientes seran los

siguientes:
ec=1
e a=020

16



e =0

s Mediante Mesh Mode creamos la malla necesaria para la resoluciéon. Si queremos
que la definicién de la grafica sea mas exacta, solo tenemos que ir a Refine Mesh.

» Para resolver la ecuacién vamos a Solve PDE.

» En Plot > Parameters seleccionamos Color y Height (3-D Plot).
Finalmente, la resolucion grafica de nuestra ecuacién nos la proporciona
Plot > Plot Solution (ver Fig. 3).

Color: u Height: u

Figura 3: Resultado gréfico de la ecuacion de Laplace

Para comparar el resultado grafico obtenido utilizando Pde ToolBox, con el de la
soluciéon analitica, vea el Apéndice C.
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A. Apéndice A: Ecuacién del calor en Matlab
YA

% Este cédigo nos permite visualizar de manera grafica
% el resultado que obtuvimos al resolver de forma analitica
% la ecuacién del calor.
b
% Hemos dado a alpha un valor de 0.2
alpha=0.2;
% Vector ordenado para representar cada f(x)
x = [0:.05:pi];
Mv = moviein(120);
count = 1;
% Hacemos variar t para obtener f(x)
% en distintos instantes
for t=0:120,...
u = exp(-(alpha) "2*t)*cos(x)...
—exp(-3~2x*(alpha) "2*t)*cos(3*x)+.75; ...
plot(x,u);...
title(t);...
axis([0 pi -1 2.51);...
Mv(:,count) = getframe;...
count = count + 1;...

end
title(’?) ;...
movie (Mv)

05

05k

Figura 4: Resultado gréafico de la ecuacién del calor
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B.
/

Apéndice B: Ecuacién de ondas en Matlab

% Este cédigo nos permite visualizar de manera grafica
% el resultado que obtuvimos al resolver de forma analitica
% la ecuacién de ondas.

yA
% Vector ordenado para representar cada f(x)
x = [0:.05:pil;
Mv = moviein(100);
count = 1;
% Hacemos variar t para obtener f(x)
% en distintos instantes
for t=1:0.09:10, ...
u = 2*xsin(6*x)*sin(6*t) + sin(3*x)*cos(3*t);...
plot(x,u);...
title(t) ;...
axis([0 pi -5 5]1);..
Mv(:,count) = getframe;...
count = count + 1;...
end
title(’?);. ..
movie (Mv)

Figura 5: Resultado gréfico de la ecuacién de ondas
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C. Apéndice C: Ecuacion de Laplace en Matlab
YA

% Este cédigo nos permite visualizar de manera grafica

% el resultado que obtuvimos al resolver de forma analitica
% la ecuacién de Laplace.

h

[x,y]=meshgrid(0:.05:pi);

u = 4xsinh(pi-y)/length(y)*sin(x);

% Ahora se muestra la grafica en el entorno que nosotros

% hemos especificado: un cuadrado alineado en el origen y

% de lado pi.

mesh(x,y,u)

Figura 6: Resultado grafico de la ecuacion de Laplace
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