Problemas Resueltos sobre
Limites y Continuidad




Repaso de Problemas tipicos

%2 _3x + 2 X° +X°+X+1

' o lim
| M > X2 1+ 3X% + 5X + 2

3] limyJx2+1—+/x2—-1 |4 ImVx2 +x+1-vx2—x—1

X—00

X—>00
: 2X __sen(3x)
5/ Iim = = 6| lim
50 [2x2 4+ X +1—+/X2 —3x +1 x=>0  BX
I' sen(x?)
7 Iimsen(sen(x)) g| lim <sen(x)
Xx—0 X
5| lim— X +2sen(x) 2 1 lim @te
X*O\/x +25en(x)+1—\/sen (x)-x+1 x—>%+

Calculators




Repaso de Problemas

11

12

13

14

15

¢Doénde es y =tg(x) continua?

¢Doénde es continua f(¢) :sen( 21 1) ?

¢Qué ha de valer f(0) para que la funcion f(x)= , X #0,

sea continuaen x=07?

Determinar las discontinuidades evitables de las siguientes funciones
en los puntos indicados:

a) f(x)=X2228 =2 b) g(x)-

c) h(t) :tsen(%j, t,=0

Demostrar que la ecuacion sen(x) =e”" tiene « solutiones.

Calculators




Métodos para el calculo de Limites

1 Casos de indenterminacion:
o0
001_1_100 _OO’OOO’OOO’]_OO_
o0
2 Aritmética del QO :
a 00 , :
— =0, — —— = 0,0 x ( nGmber o negativo) = .
o0 namero positivo
3 Si la funcion, de la que se esta calculando el limite, esta
definida por una expresion algebraica que toma un valor finito

en el punto limite, ese valor es el limite buscado.

Si la funcion, de la que se esta calculando el limite, no se
puede evaluar en el punto limite (p.e. porque aparece una

indeterminacion (1)), entonces re-escribir la funcion en forma
que se pueda calcular el limite.

Calculators




Simplificaciones y Métodos

1

Factorizar 6 simplificar: (a+b)(a—-b)=2a*-b’

Eliminar factores comunes en functiones racionales:

2 _ X -1)(x+1
X 1:( )( ):x+1 — 2.
X -1 X -1 7
Si aparece una raiz cuadrada, multiplicar y dividir por la
expresion conjugada:

(\/x+1—\/x+2)(\/x+1+\/x—2)

Jx+1+Jx—2

X +1 —JX =2 =

_(x+1)—(x—2)_ 3 g
X +1+Ux -2 Ix+1+4dx+2
. sen(x)
Usar el hecho: lim——2 =
X—0 X

Calculators




Continuidad de Funciones

Si las funciones son continuas (p.e. definidas por expresiones

1 elementales de polinomios, funciones racionales,
trigonomeétricas, exponenciales o sus inversas) el limite se
calcula sustituyendo el punto al que tiende la variable
independiente.

5 Si la funcion f es continua en el punto X = a entonces:

Iimf(x) — f(a)_ Se utiliza para
X—a demostrar que
una ecuacion

3 Ejemplos de funciones no continuas en X = 0: | tiene solucion.

1 1 X
f(x) = —,g(x) —sen| = ,h(x) = .
X X x|
4 Teorema del Valor Medio para Functiones Continuas

Si f es continua, f(a) <0y f(b) > 0, entonces hay un punto c
entre a y b tal que f(c) = 0.

Calculators




Limites: tactorizar y stmplificar:

X° —3X+2
Problema 1 lim
X—>2 X _2
2 _ X—-1)(x-2
Solucion | Re-escribir XT—3X+2 = ( )( ) =Xx-1.
X —2 X —2
2 —_—
Por tanto lim = 3x+2 _ Iim(x —1) =1.
X—2 X _2 X—>2

Calculators




Limites elementales

X2+ X2+ x+1

Problema 2 lim
x>0 X5 4+ 3X° +5X + 2
Solucién 1 1 1 1
+—+—+
XCAXTHX+L T T g2 3 1
3 2 o 3 5 2 X—o
X" +3X"+9X+2 4.9, 2
X X X

Lo haremos mas directo: sin mas que considerar los terminos

de mayor grado, o mas aun, igualando al cociente de los
coeficientes principales.

X2 +x2+x+1 1

Problema 2 lim = 1

o X3 +3%2 45X +2 1

Calculators




Limites: expresion conjugada

Problema 3 | |limvXx?+1-=+vx%—=-1

X—>0

Solucioén Re-escribimos

(\/x27+1—\/x2 —1)(\/x2 +1+\/x27—1)
X2 +1+x% -1
(W) () e ey

X2 +1++/x2 -1 - X2 +1++4/x2 -1 - X2 +1++/x2 -1

X2 +1-4/x?-1=

Por tanto lim+vx?+1—+x%—-1=lim 2 = 0.

X —>00 X—>00 X2 _|_1_|_ X2 _1

Calculators




Limites

Problema 4 Iim\/x2+x+1—\/x2—x—1

X—>©

Solucioén Re-escribimos

X2+ X +1-x2—x—1=

(\/x2+x+1—\/x2—x—l)\/xz+x+l+\/xz_x_l
X2+ X +1+4Ux2=x -1

(x2+x+1)—(x2—x—1) 2% 4+ 2

_\/x2+x+1+\/x2—x—1_\/x2+x+1+\/x2—x—1

2X

Calculators

Ahora nos
quedamos con los
términos de mayor
grado en X.




Limites

. 2X
Problema 5 | lim
>0 J2x2 £ x +1—X2—3x +1

Solucioén Re-escribimos

2X B
V2x2 + X +1—+x2 =3x +1
2x(\/2x2 FXA41+X3 —3x+1)

(\/2x2 X +1—+/X2 —3x+1)(\/2x2 FXA41+X32 —3x+1)

2X(\/2X2 +X 414X —3x+1) 2x(\/2x2 FX 414X —3x+1)

2 2 2
(\/2x2+x+1) —(\/x2—3x+1) X" +4X
Menor grado en X.
2(\/2x2+x+1+\/x2—3x+1) 2(\/1+\/+_1)
> =1
X +4 X0 4

Calculators




Limites

sen(3x
Problema 6 lim ( )
x—0 6 X
- __sen(a)
Solucion Usamos que |im =1.
a—0 o

sen(3x) _Esen(Sx)
6x 2  3X

Re-escribimos

__sen(3x) _sen(3x) 1
Como |lim =1, se concluye gue lim =—.
x—0 3X x—0 6 X 2

Calculators




Limites

sen(sen(x

Problema 7 lim ( ( ))
x—0 X

Solucidén Re-escribimos:

sen(sen(x)) sen(sen(x))sen(x) 1

X—0

X - sen(x) X

sen(a)

como lim

=1. En lo anterior, se aplico
a—0 o

primero al sustituir & =sen(x).

_ sen(sen(x))
Por tanto lim =
X—0 sen(x)

Calculators




Limites

sen(x?)

Problema 8 ”ng
X—> xsen(x)

Solucion Re-escribimos:

sen(x®) sen(x*)

xsen(x)  x* sen(x)

Calculators




Limites

X +2sen(x)

Problema 9 im

*0\/x +2sen(x) +1—\/sen2(x)—x+1
Solucion Re-escribimos

x+23en(x)

\/x2+25en(x +1- \/senz (x)- x+1:

(x+2sen(x (\/x +2sen(X +1+\/sen2(x)—x+1)

(\/x2+25en(x +1—\/sen )—x+1)(\/x +23en(x)+1+\/sen2(x)—x+1)

(x+25en(x))(\/x2 +25en(x)+1+\/sen2(x)—x+1)
(x*+2sen(x)+1)—(sen*(x)-x+1)

(x+2sen(x (\/x +2sen(x +1+\/sen2(x)—x+1)

x* —sen®(x)+2sen(x)+x

Calculators




Limites

. X +2sen(x)
Solucion Problema 9 | "} \/xz +23en(x)+1—\/sen2(x)—x+1
(cont.) Re-escribimos
X +2sen(x)

\/xz +25en(x)+1—\/sen2(x)—x+1

2 2 () _
_(x+25en(x))(\/x +25en(x)+1+\/sen (X)-x+1 Dividimos PO .

- x* —sen’(x)+2sen(x)+ X

@

(1+2582(X)](\/x2 +25en(x)+1+\/sen2(x)—x +1)
B sen(x) _sen(x) x>0 >?;X21:2'

r—  —————

Se ha usado que sen(x)/x se acerca a 1 cuando x — O.

Calculators




Limites Laterales

: t
Problema 10 Iim e 90)
T

X—>—+
2

Solucidén

Para %<X<7z, tg(x)<0 and lim tg(x)=—o.

Por tanto lim e = 0.

X—>—+
2

Calculators




Continuidad

Problema 11 ¢Doénde es continua la funcién y =tg(x) ?
Solucion
sen(x) _ _
y =tg(x)= es continua siempre que cos(x) 0.
cos(x)

Por tanto y = tg(x) es continua para x # %+ nz, neZ.

Calculators




Continuidad

Problema 12 ¢ Donde es continua la funcion f(¢):sen( 21 1) ?

Solucién La funcion f(¢)= sen[ j es continua en todos los puntos

2

donde toma valores finitos.

Si ¢=4], 21 1 no es finito, y sen(

1 J no esta definido.

2

Si ¢ #+]

2_1 2

es finito, y sen[ 1 J esta definido y es finito.

2

Por tanto sen( ] es continua para ¢ = +1.

Calculators




Continuidad

Problema 13 Determinar f(0) para que la funcién
X® —X .
f(x)= T x # 0, sea continua en x =0.
X —
Solucidn

La condicion de continuidad de una funcion f en un punto x, es:
limf(x)=f(x,). Portanto f(0) debe cumplir f(0)=Ilimf(x).

X—Xg x—0
X% =X X (X —1)

Es decir f(O) = lim = lim = limx = 0.
x>0 X —1 x>0 X -1 x—0

Calculators




Continuidad

Un ndmero X, en el que una funcién f(x) esta indefinida or

es infinito se llama una singularidad de la funcién f. La singularidad es

evitable, si f(x,) se puede definir de tal manera que

la funcion f se convierte en continua en X = X,.

Problema 14

Calculators

¢, Qué funciones de las siguientes tienen
singularidades evitables en los puntos indicados?

?-2x-8
a) f(x):X x+X2 , Xy =2

b) g(x):x—_1 X, =1

-1
c) h(t):tsen(%j,tozo

solucion

Evitable

No evitable

No evitable




Continuidad

Problema 15 | Demostrar que la ecuacion sen(x)=e* tiene

inifinitas soluciones.

Solucion sen(x):ex <:>f(x):sen(x)—ex =0.

Por el Teorema de valor medio, una funcion continua toma
cualquier valor entre dos de sus valores. Basta demostrar que la
funcion f cambia de signo infinitas veces.

Nétese que O0<e* <1 parax <0, yque sen(%+nﬂj:(—1)”, neZz.

Por tanto f(x) <0 para x :%+ Nz Si N is un numero impar negativo
T . , .
y f(x)>0 para x = +nzsi n esun nimero par negativo.

Por tanto en cada intervalo de la forma (%4‘ 2n;z,%+(2n +1)7rj, neZ and n <0,

hay una solucion de la ecuacion original. En consecuencia hay infinitas soluciones.

Calculators
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