10.-

11.-

12.-

13.-

NUMEROS COMPLEJOS

Expresar los siguientes niimeros complejos en la forma a + ib, con a,b € R:

2+ 3 i 449 4416 1+4\° o i\™
a) (1445 b) o5 ©) 5510 ;15 )(\/5) ’e>z<1+i)

m=1
1+ 2 . .
Sea w = . ,conw=u+iwyz=xz+1iy (z,y,u,v € R). Probar que
B uw?+0v2 -1 ) B 2v
(u+1)2+0v2’ y_(u+1)2+1)2.

Sea z = a+ib (a,b € R), z # 0, z # —1. Demostrar que existen p, m y n indepen-
dientes de z tales que

(a®> +b0*)(a® +b*+2a+1) )
a? —b%+a—(1+2a)bi =Pt metnzt.

Hallar p, m y n.

1
Sea z € C con |z| =1y z # 1. Probar que 1 tz es imaginario.

z—a
Sean w, z € C tales que w = con 0 < a < 1. Probar que |w| < 1 siy sélo si
|z| < 1.
: . a—b . y
Probar que si |a| =1 6 |b] = 1, entonces . _b’ = 1. ;Qué excepcién debe hacerse
—-a
si la| = |b] =17
w
Sean z,w € C\ {0} tales que |z + w| = |z — w|. Probar que — es imaginario.
2
Definimos e* = cosf + isenf, si # € R. Sea n > 2, n € N. Demostrar que si

zp = e2™F/" (0 < k < n—1), entonces 2 = 1y 2¥ = 2z,. Probar ademés que si
1 <k <n-—1, 2, satisface la ecuaciéon 1 +w + ... +w" ' = 0.

Hallar el médulo y un argumento de 1 + cos ¢ + isen ¢, donde —m < ¢ < 7.

1+sena+12cosa

1+sena —1cosa

n
Calcular en forma binémica ( ) ,conn € NyaelR.

N\ 4 .
1 1
Dado a € R, resolver la ecuacion ( + xz) = ta ,con x € R.
— Tt 1—as
2T 4 67 8T . .
Probar que 1 + cos = + cos = + cos 5 + cos = 0 y dar una interpretacion

geométrica.

Probar que la suma de las potencias n-ésimas de las raices k-ésimas de la unidad es k
6 0, segtin n sea o no multiplo de k.
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2
Hallar cos il y Ccos —W.
5 5

1
Sean o € Ry w € C tales que 2cosa = w + —. Obtener 2 cosna en funcién de w.
w

Hallar z,y € R tales que = + iy = (2 + cosa +isena)~ !, con a € R. Probar que el
punto (z,y) estd en un circulo cuyo didmetro es el segmento que une los puntos (%, 0)

3 9

y (1,0).
Sean z1,z9 € C tales z1290 = 1y |21| = 1. Probar que z; + z3 € R. Probar asi mismo

1
que la funcién f(z) = z 4+ — toma cualquier valor de C \ R en uno y solo un punto de
la regién {z € C; |z| < 1}.
Demostrar que la ecuacién (z + )" — (z — i)™ = 0 tiene todas sus raices reales y
determinarlas.

Hallar los nimeros complejos que son iguales a la potencia n-ésima de sus conjugados.

Sean z; y 2o las dos soluciones de la ecuacién az? + bz + ¢ = 0, donde a,b,c € R.
Demostrar que z} + 25 € R, para todo n € N. Para la ecuacién 22 — 2z + 2 = 0,
calcular 21" + z3.

Hallar los nimeros complejos z tales que 22 +2(2)2+2 -2 +9 = 0.

Hallar la condiciéon que deben cumplir los niimeros reales a, b, ¢, d para que la ecuacion
22 +az? + (b+ic)z + b +id = 0 admita una raiz real.

Resolver la ecuacién 2%+ (—3+5i)23 — (154 15i)22 4 (125 — 75i) 2 + 625i = 0, sabiendo
que tiene dos raices conjugadas cuyo producto es 25.

m—1
k
a) Demostrar que si a € R, (z +a)?™ — (z — a)*™ = 4amz H (32 + a2 cotg? 2_7T)
m
k=1
m—1 .
b) Usando el apartado anterior, probar que H cotg — = 1.
Pl 2m
sen 66 sen 50
senf ’ senf

Expresar en potencias de cosf, 8 € R, los nimeros: cos 66, cos 36,
Expresar en potencias de sen @, 6 € R, los ntimeros: sen 36, sen 76.

V13 -1

Sea a = €2™/13_ Probar que a + a® + a* + a” + a'? 4+ a'? = 5

6
Sea z = €2™/7, Calcular Z z"z.

n=1

Hallar la suma 14+ 2cosf 4+ 2cos26 + ...+ 2 cosnb.
Resolver las ecuaciones:

a) senbt —bsen3t + 10sent = % .

b) sen4t — 2sentcost = 0.
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